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Wykład 4B. 8-węzłowy element czworokątny przykład

Metoda elementów skończonych
(MES1)



2

Przykład 1. Element 8-węzł. Znaleźć współrzędne i det [J] w punkcie P
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Funkcje kształtu 8-węzłowego elementu czworokątnego

węzły narożne: 𝑁2 𝜉, 𝜂

węzły w środku boków:

𝑁6 𝜉, 𝜂
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Przykładowa funkcja kształtu i jej pochodna dla węzła 1
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Funkcje kształtu i ich pochodne dla elementu 8-węzłowego
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Współrzędne punktu P aproksymowane funkcjami kształtu

współrzędne w układzie kartezjańskim:

8 × 1
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x 0.57735

h 0.57735

weight 1

i 1 2 3 4 5 6 7 8

N -0.09623 -0.16667 0.096225 -0.16667 0.140883 0.525783 0.525783 0.140883

dN/dx 0.183013 0.061004 0.683013 0.227671 -0.24402 0.333333 -0.91068 -0.33333

dN/dh 0.183013 0.227671 0.683013 0.061004 -0.33333 -0.91068 0.333333 -0.24402

det[J] 9.821367

Wyznacznik macierzy Jacobiego dla punktu P

𝑑𝑒𝑡 𝐽 =
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Wektor obciążenia zastępczego w elemencie 8-węzłowym
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➔  Wyznaczenie zastępczych sił w elemencie 8 –węzłowym



Przykład 2 Wyznaczenie zastępczej siły w elemencie 8 –węzłowym od sił powierzchniowych 
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Poszukamy zastępczej siły w węźle 2 pochodzącej od stałego wydatku obciążenia 𝑝 działającego na krawędzi 2-3

równoważny wektor obciążenia 
od obciążenia powierzchniowego:

𝐹𝑝
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na przemieszczeniu 1

𝑝𝑟𝑎𝑐𝑎 𝑜𝑏𝑐𝑖ąż𝑒𝑛𝑖𝑎 𝑝 𝑥, 𝑦  
na przemieszczeniu 𝑢(𝑥, 𝑦)
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Przykład 2 Wyznaczenie zastępczej siły w elemencie 8 –węzłowym od sił powierzchniowych 
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Poszukamy zastępczej siły w węźle 6 pochodzącej od stałego wydatku obciążenia 𝑝 działającego na krawędzi 2-3

równoważny wektor obciążenia 
od obciążenia powierzchniowego:

𝐹𝑝
𝑒 = 𝑡𝑒 න

0
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na przemieszczeniu 1

𝑝𝑟𝑎𝑐𝑎 𝑜𝑏𝑐𝑖ąż𝑒𝑛𝑖𝑎 𝑝 𝑥, 𝑦  
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Przykład 2 Wyznaczenie zastępczej siły w elemencie 8 –węzłowym od sił powierzchniowych 
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Węzłowe siły zastępcze pochodzącej od stałego wydatku obciążenia 𝑝 działającego na krawędzi 2-3
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Przykład 3 Wyznaczenie zastępczej siły w elemencie 8 –węzłowym od sił masowych 
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Poszukamy zastępczej siły w węźle 2 pochodzącej od stałego wydatku obciążenia masowego 𝑿

𝑢1 = 𝟏

𝑙

𝑋  = 𝑋, 𝑌

𝐹3𝑒
𝑋 = 𝑡𝑒 න
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równoważny wektor obciążenia 
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𝐹3𝑒
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𝑁2 𝜉, 𝜂 = −1
4 1 + 𝜉 1 − 𝜂 1 − 𝜉 + 𝜂

d𝑦 = 𝑙
2 𝑑𝜂
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𝐹3𝑒
𝑋 · 1 = 𝑡𝑒 න

𝐴𝑒

𝑋 𝑢(𝑥, 𝑦) d𝐴

Praca siły zastępczej 𝐹3𝑒
𝑋  

na przemieszczeniu 1

𝑝𝑟𝑎𝑐𝑦 𝑜𝑏𝑐𝑖ąż𝑒𝑛𝑖𝑎 𝑋 na 
przemieszczeniu 𝑢(𝑥, 𝑦)
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Przykład 3 Wyznaczenie zastępczej siły w elemencie 8 –węzłowym od sił masowych 
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Poszukamy zastępczej siły w węźle 6 pochodzącej od stałego wydatku obciążenia masowego 𝑿

𝑢6 = 𝟏

d𝑦 = 𝑙
2 𝑑𝜂

𝑙

𝑋  = 𝑋, 𝑌

równoważny wektor obciążenia 
od obciążenia masowego:

𝐹11𝑒
𝑋 · 1 = 𝑡𝑒 න

𝐴𝑒

𝑋 𝑢(𝑥, 𝑦) d𝐴 𝐹11𝑒
𝑋 = 𝑡𝑒 න

𝐴𝑒

𝑋 𝑁6 d𝐴

Praca siły zastępczej 𝐹11𝑒
𝑋  

na przemieszczeniu 1

𝑝𝑟𝑎𝑐𝑦 𝑜𝑏𝑐𝑖ąż𝑒𝑛𝑖𝑎 𝑋 na 
przemieszczeniu 𝑢(𝑥, 𝑦)
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𝑒 = 𝑡𝑒 න

𝐴𝑒

𝑋 𝑁 d𝐴𝑒

𝐹11𝑒
𝑋

d𝑥 = 𝑙
2
 𝑑𝜉

𝐹11𝑒
𝑋 = 𝑡𝑒𝑋 1−׬

1
1−׬

1 1

2
1 + 𝜉 1 − 𝜂2 𝑙

2
 𝑑𝜉 𝑙

2
 𝑑𝜂= 1

3
 𝑡𝑒𝑋𝑙2

𝑁6 𝜉, 𝜂 = 1
2 1 + 𝜉 1 − 𝜂2
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Przykład 3 Wyznaczenie zastępczej siły w elemencie 8 –węzłowym od sił powierzchniowych 
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Węzłowe siły zastępcze pochodzącej od stałego wydatku obciążenia masowego 𝑿 = 𝑋, 𝑌
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